Занятие № 1
Этот курс адресован тем, кто интересуется математикой и хочет узнать о ней больше, чем можно прочитать в учебнике, или услышать на уроке. Возможно, он окажется полезным тем, кто безразличен к математике и даже питает к ней неприязнь. Ведь, чтобы узнать вкус яблока, надо его попробовать. На уроках учитель разжевывает вам «математическое яблоко», а этот курс дает возможность, опираясь на первоначальные, «азбучные» знания, полученные на уроках, самостоятельно «вгрызться» в математику и ощутить вкус к ней.

Каждый ли знает, к какой деятельности он способен, какой заложен в нем талант, а может быть, гений? Известно, что путь Ломоносова к вершинам Науки начался со знакомства с «Арифметикой» Магницкого, и, кто знает, что было бы, не попади она ему в руки. А вот еще пример: Когда Пуассон (французский математик, физик 1781 - 1840) был еще молод и  колебался в выборе жизненного пути, приятель показал ему тексты нескольких задач, с которыми никак не мог справиться сам. Пуассон менее чем за час решил их все до одной. Но особенно ему понравилась задача про два сосуда.

— Эта задача определила мою судьбу, — говорил он впоследствии. — Я решил, что непременно буду математиком.
 Этот курс призван  увлечь вас математикой, помочь почувствовать ее красоту, обнаружить в себе математические способности (а они есть у многих!), наконец, пробудить интерес к математике у тех, кто его до сих пор не испытывал. Ведь владение математикой необходимо во всякой технической, инженерной профессии, в любой отрасли естественнонаучного знания, а без интереса к предмету по-настоящему овладеть им невозможно.

Содержание, тем (одних в большей степени, других в меньшей) связано с содержанием основного курса математики.  А начнем мы с чисел. 

Натуральные числа

Занятие № 1

Тема1: Делимость и деление с остатком 

1.1. Простые и составные числа
1.2. Свойства делимости
Цель: Научиться определять каким, простым или составным является заданное число 

Как вы знаете, натуральное число называется составным, если его можно представить в виде произведения двух множителей, каждый из которых больше 1.
Примеры составных чисел строить очень легко. Для этого нужно взять какие-нибудь два числа, отличные от 1, и перемножить их. Так,
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. Поэтому числа 6, 1081, 11111111 составные. Можно умножать по три или по четыре множителя. Произведение всегда будет составным числом. Самое маленькое составное число — это 
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. Натуральные числа 1, 2, 3 составными не являются. Не будет составным и число 5, следующее по величине за 4 составное число есть
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А как узнать, будет заданное число составным или нет? Будут ли составными, например, числа 1009, 1517 или число
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, записываемое 65 десятичными знаками?

Попробуем ответить на некоторые из этих вопросов. Заметим, что каждый из множителей, в произведение которых раскладывается составное число, является его делителем. Поэтому можно сказать:

Правило 1. Натуральное число составное, если оно делится на некоторое меньшее его число, отличное от 1.

Так, все четные числа, большие чем 2, делятся на 2 и поэтому являются составными. А число 7 не делится ни на одно из чисел 2, 3, 4, 5, 6 и, следовательно, составным не является.

Чтобы проверить, пользуясь указанным правилом, будет составным число 1009 или нет, нужно проверить, делится ли оно на все числа из ряда 2, 3, 4,..., 1007,1008, т. е. совершить 1007 делений. Это — утомительное занятие. Его можно значительно сократить, если воспользоваться следующим правилом:

Правило 2. Каждое составное число N имеет делитель, больший I и такой, что квадрат его не превосходит N.

По этому правилу делители составного числа N следует искать среди чисел, квадраты которых не больше чем N. Из соотношения 312=961< 1009 < 1024 = 322 следует, что если число  1009 составное, то у него есть делитель, содержащийся среди чисел
2, 3, 4
31. Таким образом, количество делений при проверке,
является число 1009 составным или нет, может быть сокращено с 1007 до 30. Разделив 1009 на каждое из чисел 2, 3, ..., 31 (особенно просто это можно сделать с помощью калькулятора), убеждаемся, что 1009 не делится ни на один из делителей. Такой исход означает, что число 1009 составным не является.

Если число N может быть представлено в виде разности квадратов двух чисел  а2- b2, то разложение его на множители получается немедленно:

N=a2-b2=(a2-ab)+(ab-b2) =
=а (a-b)+b(a-b) = (a + b) (a-b).
Способ разложения чисел на множители, основанный на этой идее,  был  предложен  французским  математиком  П. Ферма (1601—1665).

Будем последовательно строить числа вида а2 — N и проверять, являются они квадратами или нет. Как только разность а2 — N станет равной квадрату целого числа b2, мы будем иметь равенство N=a2 — b2 и, значит, разложение числа N на множители. Из тождества (а+1)2-а2 = (а+1 +а) (а+ 1-а) = 2а+1 получается, что следующее число 
(а + 1)2 - N может быть построено из предыдущего a2 - N добавлением числа 2а+1. Это упрощает вычисления.

Попробуем таким способом разложить на множители число N=2077. Так как 
452 < 2077 < 462, то начальное значение а равно 46 и первый член в нашей последовательности есть 462 - 2077 = =39. Числа, которые нам следует прибавлять для получения следующих членов, равны 2 . 46+1=93, 93 + 2 = 95, 95 + 2=97, 97+2=99 и т. д. В итоге получаем последовательность

39, 39+93 = 132, 132 + 95 = 227, 227 + 97 = 324 = 182

Таким образом, (46+3)2—2077=182 и

2077 = 492-182=(49 + 18)(49-18) = 67 . 31.

Задание. Попробуйте разложить на множители с помощью метода Ферма числа 1333, 1517, 9271.

Существует много других приемов разложения чисел на множители. Большинство из них требуют знаний, выходящих за рамки школы, и поэтому мы не будем их использовать.

· Любая степень четного числа является четным числом, а нечетного числа – нечетным. Например, 34827 – четное число, т.к 348 четное, 510719 – нечетное число, т.к 5107 – нечетное.

· Сумма двух нечетных чисел является числом четным 
· Сумма четного и нечетного числа являются нечетным числом  
Признак делимости на 10. Число N делится на 10 только в том случае, если его младшая цифра а0 равна 0.

Признак делимости на 5. Число N делится на 5 только в том случае, если его младшая цифра a0 делится на 5, т. е. равна 0 или 5.

Признак делимости на 2. Число N делится на 2 только в том случае, если его младшая цифра а0 делится на 2

Признак делимости на 4 состоит в том, что натуральное число делится на 4 тогда и только тогда, когда число, состоящее из двух его последних цифр, делится на 4.

Точно так же очевиден и аналогичный признак делимости на 8: натуральное число делится на 8 тогда и только  тогда, когда число, состоящее из трех его последних цифр,   делится на 8, а для его доказательства достаточно отбросить эти три цифры и заметить, что 1000 делится на 8.

Признак делимости на 11 можно сформулировать следующим образом: натуральное число делится на 11 в том и только в том случае, когда на 11 делится разность между суммой его цифр, стоящих на четных местах, и суммой его цифр, стоящих на четных местах.

Признаки делимости на 7 и на 13.

Рассмотрим семнадцатизначное число
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разобьем его на тройки справа налево и выделим соответствующие слагаемые в его десятичной записи (последней тройки не получается, но мы будем считать, что 

18 = 018):

п = 1015 • 18 + 1012 • 876 + 109 • 009 + 106 • 138 + 103 • 763 + 423
и заметим, что 1001 делится на 7, т.е. 1001 
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, ( этот значок читается: соответствует) и поэтому 103
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 -1, так что п 
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 -18 + 876 - 9 + 138 –

-763 + 423. Иными словами, число п сравнимо со знакочередующейся суммой s своих

троек, так что п и s дают одинаковые остатки при делении на 7, откуда и следует признак делимости на 7.
Что касается признака делимости на 13, то мы его фактически уже доказали. В самом деле, в доказательстве признака делимости на 7 мы использовали единственное свойство числа 7 — только то, что 7 — делитель числа 1001. Но 1001 = 7 • 11• 13 и поэтому буквально то же доказательство — с заменой числа 7 на 11 или 13 - приводит к тому же признаку делимости на 11 и 13, так что с помощью знакочередующейся суммы s троек из десятичной записи числа 
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 можно определить; делится ли п на 7 , 11 или 13.
1.1.1. Простые и составные числа
Задачи для самостоятельного решения
1. Доказать,  что 15892 - 1 — составное число.
2. Доказать,  что 158938 - 1 — составное число.
3. Является ли число 648 73238 - 3 простым?
4. Является ли число 2 964 76438 + 55 простым?
5. Доказать, что 111311 + 333533 + 555755 + 777977 является составным числом.
6. Все числа от 1 до 100 возвели в 1001 степень и сложили. Доказать, что полученная сумма является составным числом.
7. Доказать, что при натуральном n число 
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8. Доказать, что при натуральном n число
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9.
Простым или составным является число

59 8676 - 28 9528?

10.
Простым или составным является число

40 9576 - 21 5969?

11.
Простым или составным является число

87 35118.+ 73 64227?

12. Является ли число 585313 - 74213 простым?

13. Является ли число 585334 - 74285 простым ?
14. Простым или составным числом является сумма

465437 + 64 71137?

15.
Является ли составным числом сумма

555222 + 222555? 
16.
Простым или составным числом является сумма

64 7112002 + 64 71213?

17.
Простым или составным является число

49 86311 + 82 76425?

18.
Простым или составным является число

924376 + 173644?

19.
Простым или составным является число

2 072 30166 + 1 272 32622?

20.
Простым или составным является число

84 71666 - 49 85123?

21.
Простым или составным является число

49 85436 - 59 87117?

22.
Простым или составным является число

49 85437 + 59 87117?

23.
Простым или составным является число
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24. Является ли число вида 2131131 - 1 простым?

25. Доказать, что число вида 2п - 1 при составном п является составным.

26. Может ли число вида 2n - 1 быть составным при простом п > 5?

27. Всегда ли число вида 
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28. Может ли сумма квадратов целых чисел быть точным квадратом?

29. Обязана ли сумма квадратов целых чисел быть точным квадратом?

30. Доказать, что если каждое из двух целых чисел является суммой двух точных квадратов, то их произведение также является суммой двух точных квадратов.

31. Обязана ли сумма кубов двух целых чисел быть точным кубом?

32. Может ли сумма кубов двух натуральных чисел быть точным кубом?
33. Верно ли, что сумма любых двух составных чисел — составное число?

34. Верно ли, что сумма любых двух простых чисел является составным числом?

35. Верно ли, что сумма двух простых чисел является четным числом?

36. Верно ли, что сумма простого и составного числа — составное число?

37. Верно ли, что произведение любых двух натуральных чисел — составное число?

38. Сумма 10 000 натуральных чисел равна 10 001. Найти произведение этих чисел.

39. Можно ли получить число 1 000 000 сложением чисел, в записи которых используются только тройки?

40. Можно ли число 1001 записать в виде суммы двух простых натуральных чисел?

41.
Сколькими способами можно записать число 101 010 101 в виде суммы двух простых натуральных чисел (суммы, отличающиеся порядком слагаемых, считаются за одну)?

42. Найдется ли в натуральном ряде «отрезок» длины 1 000 000, состоящий только из составных чисел?

43. Сколько среди трех последовательных натуральных чисел может быть простых?

44. Могут ли три последовательных нечетных числа быть простыми?

45. Найти все тройки последовательных нечетных чисел,  каждое из которых является простым.

1.1.2. Свойства делимости
46. Делится ли 713 + 714 + 715 на 19?

47. Доказать, что если целое число делится на 5 и на 18, то оно делится на 90.

48. Верно ли, что если натуральное число делится на два других натуральных числа, то оно делится и на их произведение?

49. Верно ли, что если число а делится на 2148 и на 537, то оно делится на произведение 2148 • 537?

50. Верно ли, что если целое число делится на 345 и 671, то оно делится на 231 495?
Образцы решения заданий:
 №1. Доказать, что число15892 -1   -  составное число.
Решение  Так как квадрат нечетного числа всегда является нечетным числом, от первое слагаемое в данной разности нечетно, а вычтя из него 1, мы получим четное число   -   ясно, что оно не равно 2. Всякое четное число (кроме 2) является составным.
№4. Является ли число 2 964 76438  +55 простым?

Решение. По признаку делимости на 11 число 2 964 764 делится на 11:2+6+7+4=19, а  19-19=0 делится на 11 Число 55 делится на 11, значит заданное число является составным и не является простым.
№11 Простым или составным является число 87 35118  +73 64227 ?

Решение. Представим данное число в виде суммы кубов.

8735118 + 7364227   =( 873516)3  + ( 73649  )3  =   далее раскладываем по формуле и видим, что получили произведение двух чисел, значит число является составным.
Задания для контроля

Контрольная работа №1

1. Каким образом можно определить является ли заданное число простым  или составным? (ответить письменно)

2. Решите и оформите решение следующих номеров из заданий для самостоятельной работы. № 3,9, 22. 
3. Выполните тесты.
498. Число 178*   является составным, если * заменяет цифру: 1. 3;     2. 5;     3. 7;     4.9.

499. Число 367*  не является простым, если * заменяет цифру:1. 1;     2. 7;     3. 2;     4. 3.

500. Число 268*  не является простым, если * заменяет цифру: 1. 7;     2.9;     3.6;     4.3.

501. Число 501* является простым, если * заменяет цифру:1. 1;    2.3;    3.5;    4.9.

502. Ровно одно из чисел 3423, 2334, 4523, 2345 является простым. Какое?

503. Какое из следующих чисел является простым

1) 347 743; 2) 737 373; 3) 111 111;   4) 4823?

504. Какие из чисел 15892 -1, 58474 -1, 53983 +1, 93498 -1 являются  составными: 
1) Все?
2) Числа 15892-1 и 58474 - 1?

3) Только число 15892-1?
4) Всё, кроме 53983 + 1?
505.Какое из заданных чисел является простым;

1)  33 5883 -1;

2) 59 867364 - 28 95282;
3) 40 95765 - 21 59696;
4) 2113.
506.Сколько простых среди чисел З95 + 32, 58в + 125, 738 + 343, 1155+ 334?

1)0      2) 1      3) 2     4) 3.

507.Сколько составных среди чисел 1001 + 71, 100! + 73,100! + 75, 100! + 77?

1) 1;    2) 2;    3) 3;    4) 4.

508.Какое из данных чисел можно представить в виде суммы двух простых чисел?

1) 3;   2) 27;   3) 53;   4) 150.

509.Какое из чисел можно получить сложением чисел, в записи которых используются только тройки?

1) 1000;  2) 2000; 3) 3000;  4)  4000.

510.Из нескольких чисел, в записи которых есть только цифра 4, составлена сумма 1000. Число слагаемых может быть равно

1) 8;   2) 10;  3) 12;  4) 14; 5) Только числу, отличному от указанных.
513.Какие из приведенных ниже утверждений верны:

1) сумма любых двух составных чисел — составное число;
2) сумма любых двух простых чисел является составным числом;

3) сумма любого простого и любого составного числа — составное число;

4) произведение любого простого и любого составного числа — составное число?

1. Первое и четвертое.
2. Все, кроме третьего.
3. Только четвертое.
4. Только первое.
514. Среди чисел
1) 999;   2)998;   3) 864;   4)984 указать наибольшее, которое делится на 12.

515. Для каких из чисел 77 772,  1515, 222 222, 23 456 число 6 является делителем?

1) Для всех чисел.
2) Для первого и третьего.
3) Ни для какого числа.
4) Только для первого.
516. Какие из чисел 9992,   15 156,   2 736 451,   24 680 делятся на 18?

 l)   Bce.
2)  Первое и третье.
3) Только второе.
4) Ни одно.
517. Для каких из чисел 112 233, 257, 36 300, 9 876 543 211 сумма с числом 111 делится на 9?

1) Для первого и третьего.
2) Ни для какого числа.
3) Для третьего.
4) Для всех чисел.
518. Произведение двух последовательных натуральных чисел:

1) есть число составное;
2) делится на 2;
3) делится на 3;
4) не больше 72.
Решение контрольной работы высылать в сроки с 20 по22 ноября на адрес rtg51@mail.ru
Вопросы задавать на Форуме сайта управления образования в разделе ЗАОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА
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