Решение и ответы

 задач для самостоятельной работы

1. Так как квадрат нечетного числа всегда является нечетным числом, то первое слагаемое в данной разности нечетно, а вычтя из нее единицу, мы получаем четное число,- ясно, что оно не равно 2.
2. См. решение задачи 1.
3. По признаку делимости на 3 число 648 732 делится на 3, и поэтому данная разность также делится на 3.
4. По признаку делимости на 11 число 2 964 764 делится на 11 : 2 + 6 + 7 + 4 = 19, 9 + 4 + 6 = 19, а 19 - 19 = 0 - делится на 11, и поэтому данная сумма также делится на 11.
5. Так как любая степень нечетного числа - нечетное число, то все слагаемые в заданной сумме - нечетные числа, а сумма четырех нечетных чисел - число четное и больше 2.
6. Так как любая степень четного числа - четное число, а любая степень нечетного числа - нечетное число, то с точки зрения четности-нечетности ничего не изменилось бы, если бы данные числа мы не возводили в степень, а просто сложили. Но среди 100 данных чисел половина нечетных, а сумма 50 нечетных чисел является четным числом, и поэтому сумма всех чисел является четным числом.
7. Ясно, что при любом n число 2
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 - четно и поэтому не равно 31.
8. Ясно, что при четном п каждое слагаемое в сумме 3п2 + 5п - четно, а значит, и сама сумма тоже четна. А при нечетном п оба слагаемых, наоборот, нечетны, и сумма 3n2 + 5п снова четна, следовательно, не равна 31.
9. Так как шестая степень числа является квадратом его куба, а восьмая степень - квадратом его четвертой степени, то заданное число можно представить в виде разности квадратов, а из формулы а2 - b2 = (а - b)(а + b) следует, что разность квадратов двух чисел делится на разность основа​ний. Поэтому заданное число является составным.
10. Так как шестая степень числа является кубом его квадрата, а девятая степень - кубом его куба, то заданное число можно представить в виде разности кубов, а из формулы а,3 - b3 = (а - b)(а2 + ab + b2) следует, что разность кубов двух чисел делится на разность оснований. Поэтому заданное число является составным.
11. Так как восемнадцатая степень числа является кубом его шестой степени, а двадцать седьмая степень- кубом его девятой степени, то заданное число можно представить в виде суммы кубов, а сумма кубов двух чисел делится на сумму оснований, это следует из формулы а3 + b3 = (a + b)(а2 - ab + b2), и поэтому заданное число является составным.
12. Из формулы

[image: image3.wmf](

)

+

+

+

+

-

=

-

-

-

-

L

2

3

2

1

(

b

a

b

a

a

b

a

b

a

n

n

n

n

n



[image: image4.wmf])

1

2

3

2

-

-

-

+

+

+

n

n

n

b

ab

b

a


Следует отметить, что разность двух степеней с одинаковым показателем делится на разность оснований, так что заданное число делится на 5853 - 742.

13. Так как показатели обеих степеней в заданной разности делятся на 17, то каждая из этих степеней, является семнадцатой степенью некоторого числа, а разность таких степеней делится на разность оснований (см. Компендиум. Формулы разности и суммы степеней), и поэтому заданное число делится на 5853 - 742, т.е. является составным.
14. Из формулы
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следует, что сумма 465437 +6471137 делится на 4654 + 64711, так что является составным числом.
15. Так как 222 и 555 делятся на 111, то каждое из слагаемых заданной суммы является сто одиннадцатой степенью, а сумма таких степеней - с нечетным показателем делится на сумму оснований (см. Компендиум. Формулы разности и суммы степеней).
16. См. решение задачи 15.
17. Так как оба слагаемых в заданной сумме делятся на 3, то и их сумма делится на 3.
18. Так как последняя цифра степени и суммы зависит только от последней цифры соответственно основания степени или слагаемых, то далее будем рассматривать сумму
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. Первое слагаемое оканчивается цифрой 9, а последняя цифра второго слагаемого равна 6. Поэтому сумма оканчивается цифрой 5, и поэтому делится на 5.
19. Применяя признак делимости на 11, получаем, что числа 2 072 301 и 1 272 326. оба делятся на 11, так что и их сумма делится на 11.
20. Любая степень шестерки, так же как и любого числа, оканчивающегося на 6, оканчивается цифрой 6, так что уменьшаемое в заданной разности оканчивается цифрой 6, а последняя цифра вычитаемого, очевидно, равна 1. Поэтому разность оканчивается цифрой 5 и поэтому делится на 5.
21. Нетрудно заметить, что степень числа 4 с четным показателем оканчивается цифрой 6:
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, а это число всегда, т.е. при любом п оканчивается на 6, а стало быть, уменьшаемое оканчивается на 6. Ясно, что вычитаемое в заданной разности всегда оканчивается на 1, и поэтому разность оканчивается цифрой 5, так что делится на 5.
22. Нечетная степень числа 4 оканчивается цифрой 4:
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, и первый множитель здесь оканчивается цифрой 6, так что произведение оканчивается на 4, а заданная сумма оканчивается на 5, так что делится на 5.
23. Первое слагаемое данной суммы оканчивается цифрой 1, предпоследнее - цифрой 5, последнее - цифрой 6,
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-цифрой 6, и поэтому последняя цифра суммы - та же, что у суммы
 1 + 4 + 3 + 6 + 5+6 = 25, т.е. 5, так что число делится на 5.
24. Так как 131 131 = 131. 001, то
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как разность степеней с равным показателем делится на 2131 - 1, т.е. является составным числом.

25. Так как число п, по условию, составное, то его можно представить в виде п = pq, где числа р и q оба больше 1. Тогда 2n-1 = (2р) -1 делится на 2p - 1, а это число, очевидно, не равно данному числу и не равно 1, так что заданное число является составным.
26. При п = 7 2n - 1 = 127, а это число простое: по соответствующим признакам делимости оно не делится ни на 3, ни на 11, непосредственно проверяется, что оно не делится на 7, а на простое, большее 11, оно не можно делиться - иначе частное было бы меньше 
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и делилось бы на какое-нибудь простое число, меньшее 100, а тогда бы и 127 делилось на это число, а это, как мы уже видели, неверно. 
При п = 11 имеем число 211 -1 = 2047, и проверять его простоту труднее. Имеем:
2047 = 1300 + 747 = 1300 + 650 + 97 = 1300 + 650 + 95 + 2 не делится на 13;
2047 = 1700 + 347 = 1700 + 340 + 7 не делится на 17;

2047 = 2300 - 253 = 2300 - 230 - 23 делится на 23, так что 2047 - составное число.

27. Комментарий. Французский юрист XVII в., любитель математики Пьер Ферма высказывал предположение, что число вида 
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 +1 является простым, и доказал это для п < 4, но великий математик Леонард Эйлер, швейцарец по происхождению, много лет работавший в России, показал, что при п = 5 число такого вида является составным.
28. Да, простейший пример: 32 + 42 = 52.
29. Нет, пример: 12 + 22 = 5, а число 5 не является точным квадратом.
30. Так как
(a2+b2)(c2+d2) = a2c2+a2d2+b2c2+b2d2 =
= а2с2 + a2d2 + b2с2 + b2d2 + 2abcd - 2abcd =
= а2с2 +b2d2 +2abcd + a2d2 +b2c2 -2abcd =
= (ac + bd)2   + (ad - bc)2 , что и требовалось доказать.

31. Нет: например,   13 +23 = 9, а число 9 не является точным кубом.
32. Комментарий. Тот факт, что сумма кубов двух натуральных чисел не может быть точным кубом, доказан Леонардом Эйлером, и его доказательство, безусловно, выходит далеко за пределы школьного курса. Его можно сформулировать как утверждение: «Уравнение х3 + у3 - z3 не имеет решений в натуральных числах» - это частный случай так называемой Великой (или большой) теоремы Ферма: «При п > 2 уравнение хп + уn = zn не имеет решений в натуральных числах». Сам Пьер Ферма не доказал этой теоремы, но лишь написал, что располагает ее доказательством, однако для него не хватает места на полях его рукописи. С тех пор в течение более чем трехсот, лет математики искали это доказательство, и удалось это лишь в конце прошлого, XX в.
33. Утверждение легко опровергнуть - для этого достаточно привести контрпример:  
4 + 9=13.
34. Так как 2 + 5 = 7, а 7 - простое число, утверждение неверно.
35. Число 2 - единственное четное среди простых, и 2 + 3 = 5 - простое число.

Комментарий. Таких примеров можно привести много - например, 2 + 11 - 13, 2 + 17 = 19, 2 + 41 = 43. Два простых числа, отличающихся на 2, в математике называют близнецами, и до сих пор не известно конечно или бесконечно множество пар простых чисел-близнецов. Самыми большими близнецами, известными на 1996 г., были 242206083 • 218880 ± 1, а найдены они были с помощью компьютера.
36. Сумма простого числа 7 и составного числа 4 является простым числом 11, и этот пример показывает, что данное утверждение неверно.
37. Так как произведение единицы и любого простого числа - простое число, то данное утверждение неверно.
38. Каждое натуральное число можно представить в виде 1 + k, где k - натуральное число или нуль. Тогда сумму 10 000 натуральных чисел можно записать в виде суммы: 10 000 единиц и еще 10 000 «натуральных чисел или нулей». По условию эти 10 000 «натуральных чисел или нулей» равны 10 001 - 10 000 = 1, так что только одно из них равно 1, следовательно, среди данных по условию натуральных чисел одно равно 2, а остальные единицы. Поэтому их произведение равно 2.
39. Так как любое число, записанное с помощью цифры 3, делится на 3, и сумма чисел, делящихся на 3, тоже делится на 3, а число 1 000 000 не делится на 3, то данное число не может быть представлено в виде такой суммы.
40. Если нечетное число представлено в виде суммы двух слагаемых, то одно из них четно, другое нечетно. Единственное четное натуральное число это 2, а поскольку 1001 - 2 = 999 - не простое число, то записать число 1001 в виде суммы двух простых натуральных чисел нельзя.
41. Так как число 101 010 101 нечетное, то слагаемые разной четности. Четное простое число - единственное, так что остается проверить, будет ли простым число 101 010 101 - 2 = 101 010 099. По признаку делимости оно делится на 3, т.е. составное, так что заданное число нельзя представить в виде суммы двух простых натуральных чисел.
42. Если k < п, то n! = 
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 делится на k, а значит, и число 
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тоже. Поэтому все числа 
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при n = 1 000 001 - составные, а их ровно 1 000 000.
43. Среди любых трех последовательных чисел имеется четное число - одно, если в этой тройке оно «среднее», и два, если они «крайние». Но четное число является простым только в случае, когда оно равно 2, но в тройке 1, 2, 3, число 1, как известно, не является простым. Иными словами,  три последовательных натуральных числа не могут быть все простыми.
С другой стороны, в тройке последовательных натуральных чисел может быть одно простое - например, в тройке 12, 13, 14, может быть два простых - например, в тройке 5, 6, 7, вообще может не быть простых - например, в тройке 14, 15, 16.
44. Данным свойством обладает тройка 3, 5, 7.
45. Пусть п - первое число в некоторой тройке чисел, удовлетворяющей условию. Если
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, то оно не делится на 3 и при делении на 3 дает остаток 1 или 2, а тогда либо второе, либо третье число этой тройки делится на 3 и больше 3, так что п = 3. Таким образом, условию задачи удовлетворяет единственная тройка - это 3, 5, 7.
46. Так как 713 + 714 + 715 = 713(1 + 7 + 49) = 713 • 57, а 57 делится на 19, то данное число делится на 19.
47. Из равенства а = 5k, где а - целое число, следует, что в разложении числа а на простые множители содержится множитель 5, а из равенства а = 18n = 2•32n следует, что в этом разложении есть множитель 2 и по крайней мере два множителя 3. Следовательно, в этом разложении есть  произведение 5 • 2 • 32 = 90, так что а делится на 90, что и требовалось доказать.
48. Рассуждая, как в решении задачи 47, из равенств а = kb и а = пс можно сделать вывод, что в разложение числа а входит все простые множители из разложения k и все простые множители из разложения числа с, причем и те, и другие в нужном количестве. Но если b и с имеют общие простые делители, то их произведение bc содержит их суммарное число, тогда как для делимости a на b и с достаточно наибольшего из них, и из этих соображений и находится нужный контрпример.

Для его построения надо взять числа b и с, имеющие общий простой делитель - например, b = 4 = 22 и с = 6 = 2 • 3. Тогда а делится и на b, и на с, если в разложении а имеются две двойки и по крайней мере одна тройка, и достаточно взять а = 12. Это и будет искомый контрпример: а = 12 делится на b = 4, делится на с = 6, но не делится на bc = 24.

Комментарий. Самое простое решение этой задачи - рассуждение от противного: если бы это утверждение было верно, то из делимости а на b вытекало бы, то а делится на b2, на b3, на b4, так что а имело бы бесконечно много делителей.

Отметим, что при решении этой задачи и задачи 47 фактически доказано, что утверждение этой задачи верно тогда и только тогда, когда числа b и с взаимно просты, т.е. не имеют общих простых делителей, или по - другому, их наибольший общий делитель равен 1. Это утверждение чрезвычайно важно для решения многих задач, связанных с делимостью целых чисел.
49. Так как оба числа 2148 и 537 делятся на 3, то число а = 2148 • 537:3 делится на каждое из них, но оно меньше их произведения, и следовательно, не делится на 2148 • 537.
50. На поставленный вопрос можно дать утвердительный ответ только в случае, когда данные числа 345 и 671 взаимно просты, т.е. не имеют общих простых делителей (см. Компендиум).
Выясним, верно ли это. Пусть р - их общий простой делитель, т.е. числа 345 и 671 оба делятся на р. Тогда на р делится число 2 • 345 - 671 = 19, так что р = 19.Но345=380 - 35 на самом деле на 19 не делится, так что 19 тем более не является общим делителем данных чисел, и полученное противоречие показывает, что они не имеют общих простых делителей, так что заданное утверждение верно.
Решение и ответы
контрольная работа №1

1.    Определить, что натуральные числа являются составным, нужно показать, что оно раскладывается на множители, а для этого воспользоваться признаками делимости или формулами сокращенного умножения. Если число не удалось разложить на множители, то оно будет простым.
2. 
3. По признаку делимости на 3 число 648 732 делится на 3, и поэтому данная разность также делится на 3.; 

9. Так как шестая степень числа является квадратом его куба, а восьмая степень - квадратом его четвертой степени, то заданное число можно представить в виде разности квадратов, а из формулы а2 - b2 = (а - b)(а + b) следует, что разность квадратов двух чисел делится на разность основа​ний. Поэтому заданное число является составным; 

22. Нечетная степень числа 4 оканчивается цифрой 4 :
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, и первый множитель здесь оканчивается цифрой 6, так что произведение оканчивается на 4, а заданная сумма оканчивается на 5, так что делится на 5.Число является составным.
3.

Тесты:

	№
	Ответы

	498
	2
	508
	4

	499
	3
	509
	3

	500
	3
	510
	2

	501
	1
	513
	3

	502
	4523
	514
	4

	503
	4
	515
	2

	504
	1
	516
	3

	505
	4
	517
	2

	506
	1
	518
	2

	507
	4
	
	


498. Число 1785 оканчивается цифрой 5 и поэтому делится на 5, так что оно имеет больше двух натуральных делителей и, следовательно, является составным.

499. Число 3672 оканчивается четной цифрой и поэтому делится на 2, так что имеет больше двух натуральных дарителей и, следовательно, не является простым.
500. Число 2686 оканчивается четной цифрой и поэтому делится на 2, так что имеет больше двух натуральных делителей и, следовательно, не является простым.
501. Число 5013 делится на 3, так как сумма его цифр делится на 3, и поэтому оно не является простым, по той же причине не является простым число 5019, а число 5015 делится на 5, так что остается первый вариант ответа.
502. Последнее число делится на 5 а два первых делятся на 3.
503. Число 347 743 делится на 11, число 4823 - на 3, второе число «красивое» - оно делится на 73, значит, оставшееся число простое, и правильный вариант ответа - четвертый.
504. Числа 15892 - 1, 54474 - 1 и 93493 - 1 - четные и не равны 2, так что они составные. По формуле суммы кубов: 
5398 + 1 = (5398 + 1)(53982 - 5398 + l),
где оба множителя не равны 1, и следовательно, это число тоже составное.
505. Последнее из чисел выбивается из общего ряда. Однако прямая проверка, является ли оно простым, потребует слишком много времени, даже если вы знаете, что достаточно искать лишь такие простые делители, которые меньше 
[image: image20.wmf]2113

< 46, т.е. числа 2, 3, 5, 7, .... ,41, 43.

Поэтому посмотрим повнимательнее на первые три варианта ответов. Первое из заданных чисел является разностью кубов, второе число может быть представлено в виде разности квадратов, а третье - в виде разности пятых степеней. Но разность степеней натуральных чисел с одинаковыми показателями делится на разность оснований (см. Компендиум), поэтому всё эти числа - составные и правильный вариант ответа - четвертый.

506. Так как 95 делится на 5, а 32 = 26, то первое число является суммой пятых степеней, и значит, делится на сумму оснований (см. Компендиум), т.е. является составным числом. Аналогично второе и третье числа являются суммами кубов: б и 33 делятся на 3,125 = 58, 343 = 78, поэтому оно делите на сумму оснований, т.е. является составным. А четвертое Число оканчивается цифрой 5, таким образом, все заданные числа - составные.

507. Так как 100! = 1 • 2 • 3...99• 100 делится на любое натуральное число, меньшее 100, то на 71, на 73, на 75 и на 77 оно делится, а следовательно, все заданные суммы является составными числами.
508. Так как самое маленькое простое число - 2, то 3 тоже нельзя представить в требуемом виде. Числа 27 и 53 - нечетные, единственное четное простое число 2, но 27 - 2 = 25 и 53 - 2 = 51 - числа составные. Поэтому правильный вариант четвертый.

Комментарий. Пользуясь таблицей простых чисел, несложно подобрать «строгое» решение: 150 = 131 + 19.
509. Если в записи чисел только тройки, то каждое слагаемое, а значит, и сумма, делятся на 3. Так как 3000 - единственное число среди указанных, которое делится на 3, то правильный ответ третий.

510.
Сумма из восьми слагаемых, записанных с помощью одних только четверок, никогда не оканчивается нулем. По этой же причине число слагаемых не может быть равно 12 и 14. Проверим число 10: поскольку 444 + 44 это «почти пятьсот», сначала попробуем получить «точно пятьсот»: 444 + 44 + 4 + 4 + 4 = 500, откуда 444 + 444 + 44 + 44 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 = 1000, т.е. сумма из десяти слагаемых существует. Следовательно, верный ответ - второй.

513. Первое утверждение легко опровергнуть - для этого достаточно привести контрпример: 4 + 9 = 13. Так же; просто опровергнуть и второе утверждение: 2 + 5 = 7, а 7 - простое число. Сумма 7 + 4 = 11 показывает, что третье утверждение также неверно.

Четвертое утверждение верно и это легко доказать. Пусть число п - составное, р - простое, а их произведение - число т. По условию оба числа пир отличны от единицы. Тогда т = п
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р, где п 
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 1 и р 
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 1, т.е. число т - составное.
514. Самое большое из чисел нечетно, второе не делится на 3, следующее по величине число 984 делится на 4, так как 84 = 21 • 4 и на 3, так как 9 и 8 + 4 делятся на 3. На последнее число уже не смотрим.
515. Первый вариант неправильный из-за того, что среди данных чисел есть нечетное. Проверку остальных вариантов можно сократить, начав с третьего: если оно делится на 6, то правильный ответ второй, если не делится, то придется проверить еще первое число - если оно делится, то правильный ответ четвертый, если нет - третий. Так как третье число 222 222 четное с суммой цифр 12, то, следовательно, оно делится на б и правильным является второй вариант ответа.
516. Так как среди указанных чисел третье - нечетное, то первый и второй варианты ответа неправильные. Из оставшихся вариантов ответа следует, что либо второе делится на 18, либо ни одно. Так как число 15 156 - четное с суммой цифр 18, то, значит, оно делится и на 2, и на 9, т.е. правильным является третий вариант ответа.
517. Проверку вариантов ответа можно сократить, если начать с первого числа: если его сумма с числом 111 не делится на 9, то первый и четвертый варианты неправильные, и тогда надо будет проверить третье число. Если же она делится на 9, то неправильные варианты - второй и третий, и тогда останется проверить второе или четвертое число. Так как сумма цифр числа 112 233 равна 12, то его сумма с числом 111 не делится на 9, поэтому нам осталось про​верить третье число: сумма цифр числа 36 300 тоже равна 12, и поэтому правильным является второй вариант ответа.

518. Следует твердо знать, что произведение двух последовательных натуральных чисел всегда четно. Несуразность остальных ответов легко подтвердить контрпримерами: 
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1

×

= 2 - простое и не делится на 3, 10 • 11 > 72.
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